
解析学 II　　前回の解答例　 2019.12.13分

　次の重積分の積分領域を図示し、置換積分（極座標変換）を使って計算せよ。

　　
∫∫

0 ≦ x2 + y2 ≦ 22

x ≦ 0
y ≦ 0

14xy4 dxdy

　領域Dは、原点を中心とした半径 rの円の方程式
が x2 + y2 = r2なので、0 ≦ x2 + y2 ≦ 22は半径 2

の円の内部であり、さらに条件 x ≦ 0, y ≦ 0によっ
て第３象限に限定されるので、次のような領域にな
る。

　この領域を極座標変換

{
x = r cos θ

y = r sin θ
すると、{

0 ≦ r ≦ 2

π ≦ θ ≦ 3
2
π
となる。また、ヤコビアンは

∣∣∣∣∂(x, y)∂(r, θ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ xr xθ

yr yθ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = ∣∣r cos2 θ − (−r sin2 θ)

∣∣ = |r| = r

なので、dxdy = r drdθとなる。つまり積分は∫∫
0 ≦ x2 + y2 ≦ 22

x ≦ 0
y ≦ 0

14xy4 dxdy =

∫∫
0 ≦ r ≦ 2

π ≦ θ ≦ 3
2
π

14× (r cos θ)× (r sin θ)4 × r drdθ

=

∫ 3
2
π

π

{∫ 2

0

14r6 cos θ sin4 θ dr

}
dθ =

∫ 3
2
π

π

[
2r7 cos θ sin4 θ

]r=2

r=0
dθ

=

∫ 3
2
π

π

256 cos θ sin4 θ dθ （u = sin θで変数変換。dθ = 1
cos θ du）

　　　　　　　 (積分範囲は θ = πのとき u = 0，θ = 3
2πのとき u = −1)

=

∫ −1

0

256u4 du =

[
256

5
u5

]−1

0

= −256

5
− 0 = −256

5

注：rの次数を間違えやすいので注意が必要。xにも yにも rがあり、
　 さらにヤコビアンにも rがあるので、数え間違えの無いように！！

ちなみに、通常の重積分では次のように計算できる。∫∫
0 ≦ x2 + y2 ≦ 22

x ≦ 0
y ≦ 0

14xy4 dxdy =

∫ 0

−2

{∫ 0

−
√

4−y2
14xy4 dx

}
dy =

∫ 0

−2

[
7x2y4

]x=0

x=−
√

4−y2
dy

=

∫ 0

−2

{
0− 7(4− y2)y4

}
dy =

∫ 0

−2

(
−28y4 + 7y6

)
dy

=

[
−28

5
y5 + y7

]0
−2

= 0−
(
896

5
− 128

)
= −256

5
　資料置場

　　　　 https://www.gen.kanagawa-it.ac.jp/takeda/class/
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・広義積分

　次の重積分の計算をせよ。

　　
∫∫

0 ≦ x2 + y2 ≦ 22

0 ≦ x
0 ≦ y

x√
x2 + y2

dxdy
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